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Цель :
1.      Создание благоприятных условий для развития талантливых учащихся через оптимальную структуру школьного  и дополнительного образования.

2.      Формирование системы  социально-психологической поддержки одаренных и способных детей.

 Задачи :
- совершенствование системы выявления и сопровождения одарённых детей, их специальной поддержки, создание психолого-консультационной службы для оказания психологической помощи  одарённым детям;

-  отбор среди различных систем обучения тех методов и приёмов, которые способствуют развитию самостоятельности мышления, инициативности и творчества;

- создание условий для укрепления здоровья одарённых детей;

- расширение возможностей для участия способных и одарённых школьников в районных, областных олимпиадах, научных конференциях, творческих выставках, различных конкурсах.

 Ожидаемые результаты реализации плана
 Реализации плана призвана способствовать:

- созданию условий для сохранения и приумножения интеллектуального и творческого потенциала учащихся;

- созданию системы подготовки, переподготовки и повышения квалификации педагогов, социального педагога и других специалистов для работы с одарёнными детьми;

-  созданию условий для укрепления здоровья одарённых детей;

-   повышению качества образования и воспитания школьников;

-   формирование банка, технологии и программ для ранней диагностики способных и одаренных детей.

 Основные мероприятия 
 - разработка и внедрение индивидуальных планов учителей для одарённых детей;

- организация школьных олимпиад, конкурсов, конференций, выставок, интеллектуальных соревнований;

- приобретение оборудования и материалов для исследовательской и творческой деятельности школьников в школе, развивающих работу с одарёнными детьми;

- приобретение научной и учебно-методической литературы, необходимой для творческой и исследовательской деятельности одарённых детей;

- подбор и поддержка руководителей исследовательских и творческих работ школьников;

- проведение научно-практических конференций и семинаров по проблемам работы с одарёнными детьми.

Обоснование проблемы
Анализ ее исходного состояния
 Интеллектуальный потенциал общества во многом определяется выявлением одаренных детей и работой с ними. Кроме того, вопросы одаренности в настоящее время волнуют многих. Это связанно с развитием образования, которому присущи унификация и профильность, с ужесточением требований молодежного рынка труда, отсутствием механизма социальной поддержки для талантливой молодежи. В современную эпоху, эпоху становления постиндустриального общества, когда значение интеллектуального и творческого человеческого потенциала значительно возрастает, работа с одаренными и высоко мотивированными детьми является крайне необходимой.

Работа с одаренными детьми продолжает осваиваться одним из приоритетных направлений в школе.

Ежегодно проводятся школьные, районные (городские) олимпиады.

В школе ведётся работа по повышению уровня квалификации педагогов, работающих с одарёнными детьми. Данная проблема стала темой обсуждение педсовета и заседаний предметных ТГ.

Профессионализм и ответственность, забота педколлектива о будущем детей являются гарантом реализации программы.

        Концепция 
 Выявление одаренных детей должно начинаться уже в начальной школе на основе наблюдения, изучения психологических особенностей, речи, памяти, логического мышления. Работа с одаренными и способными детьми, их поиск, выявление и развитие должны стать одним из важнейших аспектов деятельности школы. 

         Одаренные дети:
·        имеют более высокие по сравнению с большинством интеллектуальные способности, восприимчивость к учению, творческие возможности и проявления;

·        имеют доминирующую активную, насыщенную познавательную потребность;

·        испытывают радость от добывания знаний, умственного труда

 Условно можно выделить следующие категории одаренных детей:
1. Дети с необыкновенно высокими общими интеллектуальными способностями.

2. Дети с признаками специальной умственной одаренности в определенной области наук и конкретными академическими способностями.

3. Дети с высокими творческими (художественными) способностями.

4. Дети с высокими лидерскими (руководящими) способностями.

5. Учащиеся, не достигающие по каким-либо причинам успехов в учении, но обладающие яркой познавательной активностью,  оригинальностью мышления и психического склада.

 Принципы педагогической деятельности в работе с одаренными детьми:
·        принцип максимального разнообразия предоставленных возможностей для развития личности;

·        принцип возрастания роли внеурочной деятельности;

·        принцип индивидуализации и дифференциации обучения;

·        принцип создания условий для совместной работы учащихся при минимальном участии учителя;

·        принцип свободы выбора учащимися дополнительных образовательных услуг, помощи, наставничества.

 Цели и задачи работы с одаренными детьми    
   
	Цели
	Задачи

	1. Выявление одаренных детей
	1.Знакомство педагогов с научными данными о психологических особенностях и методических приемах работы с одаренными детьми.

2.Обучение через методическую учебу, педсоветы, самообразование, курсы повышения квалификации.

3. Накопление библиотечного фонда по данному вопросу.

4. Знакомство педагогов с приемами целенаправленного педагогического наблюдения, диагностики.

5. Проведение различных конкурсов, олимпиад, интеллектуальных игр, и др., позволяющих учащимся проявить свои способности.

	2. Создание условий для оптимального развития одаренных детей, чья одаренность на данный момент может быть еще не проявившейся, а также просто одаренных детей, в отношении которых есть серьезная надежда на качественных скачок в развитии их способностей.
	1. Отбор среди различных систем обучения тех методов и приемов, которые способствуют развитию самостоятельности мышления, инициативности и творчества.

2. Предоставление возможности совершенствовать способности в совместной деятельности со сверстниками, руководителем через самостоятельную работу.


Выявление одаренных детей должно начинаться уже в начальной школе на основе наблюдения, изучения психологических особенностей, речи, памяти, логического мышления. Работа с одаренными и способными детьми, их поиск, выявление и развитие должны стать одним из важнейших аспектов деятельности школы.

Формы работы с одаренными учащимися:
          групповые занятия с одаренными учащимися;

          факультативы;

          предметные кружки;

          кружки по интересам;

          конкурсы;

          курсы по выбору;

          участие в олимпиадах;

          работа по индивидуальным планам;

          занятия в профильных классах

          интеллектуальные марафоны

         План развития нашей школы предусматривает целенаправленную работу с одаренными учащимися, начиная с начальной школы и до осознанного выбора жизненного пути и реализуется в действии.

СОДЕРЖАНИЕ
1. Методические требования к организации и практической реализации плана «Одарённые дети»
1.1. Исполнение государственных принципов образования ст. Закона РК «Об образовании»

1.2. Экспертиза имеющейся нормативно-правовой базы, выводы, направление на социальную защиту и поддержку одаренных детей.

1.3. Организация необходимой психолого-педагогической работы среди родителей способных учащихся.

1.4. Разработка системы мер по повышению квалификации педкадров, работающих с одаренными детьми.

1.5. Создание творческого объединения учителей, работающих с одаренными детьми

1.6. Совместная коррекционно-методическая работа учителей-предметников и районного психолога.

1.7. Ежегодный анализ состояния и результатов работы учителей с талантливыми учащимися, принятие необходимых управленческих коррекционно-направляющих решений.

1.8. Обогащение и распространение опыта педагогов, работающих с одаренными детьми.

1.9. Создание банка педагогической информации по работе с одаренными детьми.

 2. Организационная деятельность школы
2.1.  Педагогические консилиумы, совещания по результатам диагностирования.

2.2. Организация патронажа между учителями предметниками и способными учащимися.

2.3. Организация методической работы с педколлективом, обеспечение учебно-методической литературой.

2.4. Формирование режима работы школы, обеспечивающего возможности участия школьников в системе школьного дополнительного (факультативы, спецкурсы, индивидуальные занятия) и внешкольного образования.

 3. Формы и виды организации работы с детьми, склонными к творческому уровню освоения отдельных образовательных областей или предметов.
3.1. Рациональное наполнение школьного компонента с учетом склонностей и запросов, учащихся через формирование факультативов, спецкурсов, кружков.

3.2. Организация и проведение школьных олимпиад. Участие в районных олимпиадах.

3.3. Организация и проведение интеллектуальных игр, конкурсов, научно-практических конференций.

 4. Наблюдение, контроль за выполнением плана.
4.1. Включение в план внутришкольного контроля вопросов организации и отслеживания результатов работы со способными учащимися.

4.2. Проведение контрольных срезов, тестов, анкетирования учащихся творческого уровня.

4.3. Проведение школьных и классных конференций, конкурсов, творческих отчетов.
План мероприятий
	№ 
	Мероприятия
	Сроки
	Ответственные

	1.
	Диагностика одаренных детей
	Февраль 

ежегодно
	

	2.
	Проведение совещания по результатам диагностирования способных учащихся
	Март 

ежегодно
	

	3.
	Организация патронажа между способными учащимися и учителями-предметниками
	Март 

ежегодно
	

	4.
	Расширение сети курсов по выбору с учетом  способности и запросов учащихся
	Май,

ежегодно 
	

	5.
	Организация и проведение школьных олимпиад.
	Октябрь 

ежегодно
	

	6.
	Участие в районных, республиканских олимпиадах
	Ноябрь, декабрь

ежегодно 
	

	7.
	Анализ и корректировка результативности и выполнения программы «Одаренные дети»
	2010- 2011 г

январь
	

	8.
	Пополнение банка педагогической информации по работе с одаренными детьми
	Постоянно
	

	9.
	Приобретение литературы, компьютерных программ для организации работы с одаренными детьми
	Постоянно 
	

	10.
	Разработка системы поощрений победителей олимпиад, конкурсов, фестивалей.
	2011-2012г
	

	11
	Организация работы научного  общества  обучающихся и учителей (НООУ) в учебном году
	Сентябрь 
	

	12
	Расширение системы дополнительного образования для развития творческих способностей одаренных детей 
	С 2008 года
	

	13
	Активизация разъяснительной работы по вовлечению способных  учащихся в различные образовательные учреждения 
	Постоянно 
	

	14
	Анализ возможностей школы для углубленного изучения предметов
	Постоянно 
	


	15
	Творческий отчет
	Ежегодно май
	

	16
	Обобщение опыта работы учителей, работающих  с одаренными детьми
	Ежегодно 
	

	17
	Распространение опыта работы с одаренными детьми
	2009-2012
	

	18
	Проведение предметных недель и декад
	Ежегодно 
	


Подготовка математической олимпиады в школе

Математические олимпиады в школе, как правило, проводятся отдельно для каждой параллели классов, начиная с пятого класса. Основными целями школьной олимпиады являются:
· расширение кругозора учащихся;
· развитие интереса учащихся к изучению математики;
· выявление учащихся, проявивших себя по математике,
для участия их в районных (городских) олимпиадах и для организации индивидуальной работы с ними.
Для проведения олимпиады в школе создается оргкомитет. Как правило, в него входят: заместитель директора — предсе-датель оргкомитета, председатель школьного методического объединения учителей математики — заместитель председателя ргкомитета, а также члены оргкомитета (учителя мате-матики и представители старшеклассников).
Для составления, проверки и оценки работ участников олимпиады создается жюри, в состав которого входят предсе-датель и члены жюри. Председателем жюри чаще всего является руководитель школьного методического объединения учителей математики заведующий кафедрой). Членами жюри мо-гут быть учителя математики и преподаватели вузов, работающие в данной школе; старшеклассники (для проведения олимпиад в младших классах) и студенты педвузов, проходящие практику в школе.
Состав оргкомитета, жюри, порядок проведения олимпиад в школе утверждается директором школы.
Время проведения школьных олимпиад определяется в соответствии с «Положением о проведении олимлиады в данном учебном году»; как правило, для 8-11 классов это декабрь (ноябрь), а для 5-7 классов — январь-февраль. Возможно и одновременное проведение олимпиады для всех классов, если в январе (декабре) проводится II тур для 5-11 классов.
Председатель оргкомитета собирает оргкомитет и распре​деляет обязанности для всех членов:
· подготовка текстов олимпиады;
· разработка положения о проведении олимпиады, поощрении победителей;
· подготовка материалов (бумаги и т. д.);
· подготовка объявления и т. д.
Наиболее ответственным моментом подготовки олимпиа​ды является составление текста олимпиады. Рассмотрим ос​новные требования к тексту школьной олимпиады по математике:
1.Число задач в тексте олимпиадной работы должно быть от 4 до 7 (при 1-3 заданиях могут возникнуть проблемы с опре​делением победителей и призеров олимпиады, настроиться на решение больше 7 заданий учащимся сложно).
2. Все задачи в тексте работы должны располагаться в порядке возрастания трудности (или сложности).
Хотя данные понятия довольно часто встречаются в мето​дической литературе в последние годы, все же остановимся на них подробнее.
Сложность — это объективная характеристика задачи, определяемая ее структурой. Сложность задачи зависит от:
· объема информации (числа понятий, суждений и т. п.), не​обходимого для ее решения;
· числа данных в задаче;
· числа связей между ними;
· количества возможных выводов из условия задачи;
· количества непосредственных выводов, необходимых для решения задачи;
· количества взаимопроникновении при решении задачи;
· длины рассуждений при решении задачи;
· общего числа шагов решения, привлеченных аргументов и т. д.
В. И. Крупич предложил формулу для нахождения слож​ности задачи:
S = т + п + I,
где S — сложность задачи, т — число элементов задачи, п — число явных связей между элементами задачи, I — число видов связи.
Рассчитать сложность задачи не очень просто, чаще всего учителя интуитивно распределяют задачи по сложности. Но в тексте олимпиадной работы задания берутся из разных разде​лов, некоторые из них нестандартные. Поэтому лучше все же применять понятие трудности задания.
Трудность — субъективная характеристика задачи, опре​деляемая взаимоотношениями между задачей и решающим ее учеником.
Трудность задачи зависит от:
· сложности задачи (сложная задача, как правило, является более трудной для учащихся);
· времени, прошедшего после изучения материала, который встречается в тексте задачи (задачи на материал, изучен​ный 1-2 года назад, используемые факты, которые уже
забылись, более трудны для учащихся);
· практики в решении подобного рода задач;
· уровня развития ученика (задача, трудная для среднего ученика общеобразовательного класса, может быть легкой для обычного ученика физико-математического класса);
· возраста учащегося (задача, трудная для пятиклассника, может быть легкой для восьмиклассника) и т.д.
Трудность определяется процентом учеников, решивших задачу из числа ее решавших.
3. В числе первых задач должны быть 1—2 задачи, доступ​ные большинству учащихся, т.е. их трудность должна быть примерно 10-30%. Это могут быть обычные задачи продвинутого уровня, аналогичные задачам из контрольных работ, а также и не изучаемые в школе, но которые должно решить большинство участников. Это необходимо, так как в школьной олимпиаде участвуют все желающие. А участник, не решивший ни одной задачи, теряет уверенность в своих силах, а иногда и интерес к математике. Поэтому должны быть 1-2 доступные почти всем задачи. Но и эти задачи могут содержать «изюминку», благодаря которой более сильный ученик решит ее быстрее и рациональнее.
4. В середине текста олимпиады должно быть 2—3 задачи повышенной трудности. Это могут быть задачи продвинутого уровня из контрольных работ, но с измененными условиями.
Их должна решить примерно половина участников, т. е. трудность их будет примерно 40-60%, (Ученик, решивший более третьей части всех задач, уже может получить поощрение.)
5. Последними в тексте олимпиады должно быть 1—2 задания более трудных, их должны решить единицы, значит, и трудность их будет уже примерно 80-95%. Это задания уровня районных (городских) олимпиад.
6. Включаемые задания должны быть из разных разделов школьного курса математики, но, как правило, на материал, изученный в данном учебном году и во втором полугодии предыдущего года.
7. В числе заданий текста олимпиады могут быть занимательные  задачи, задачи-шутки, софизмы, задачи прикладного характера
8. Для заинтересованности учащихся в посещении круж​ков, факультативов желательно включать задания, аналогичные рассмотренным там. Это могут быть логические задачи,
задачи на применение принципа Дирихле, инвариантов, графов, задачи на раскраски, уравнения в целых числах и т.п. Такого рода задачи часто называют специальным термином «олимпиадные», хотя, конечно, не только они должны быть в
тексте школьной олимпиады.
9. В качестве одной из задач может быть задача, в условии которой фигурирует год проведения олимпиады.
10. В числе задач не должно быть задач с длительными вы​кладками, задач на использование трудно запоминающихся формул, на использование справочных таблиц.
11. В текстах олимпиад для разных классов могут быть одинаковые задания.
Таковы основные требования к составлению текста работы школьной олимпиады. Кто будет составлять тексты олимпи​ад — дело оргкомитета. Можно привлечь специалистов в обла​сти диагностики из вузов, можно поручить наиболее опытно​му из учителей. Но, вероятно, лучше, если набираться опыта в составлении текстов будут все учителя. Тем более, что после проведения олимпиады уже можно оценить качество подгото​вленных материалов.
Также трудность некоторых заданий можно оценить, дав аналогичные задания в классе старше.
Таким образом, составление текстов по каждой параллели можно поручить 1-2 учителям. Они организуют подбор зада​ний, причем первоначально заданий необходимо подготовить больше.
Окончательные тексты школьных олимпиад желательно утвердить на заседании школьного методического объединения учителей математики, обговорив там число предлагаемых заданий, вариант оценки заданий (возможные варианты оценки будут рассматриваться ниже), распределение членов жюри по классам. Особенно это важно для тех школ, где учащиеся в различных классах обучаются по различным учебникам.

Проведение математической олимпиады; проверка, оценка заданий; выявление победителей
Школьные олимпиады проводятся, как правило, вне уро​ков. Возможно проведение олимпиад на кружке или факульта​тиве, но для более объективной картины лучше бы проводить олимпиады с утра или после 3-4-го уроков, перенося осталь​ные уроки на другие дни. Есть интересный опыт проведения школьных олимпиад после 4 уроков в последний день первой четверти, когда участники школьной олимпиады решают за​дачи, а остальные учащиеся школы занимаются генеральной уборкой школы. Проведение школьной олимпиады в выход​ные дни нецелесообразно.
В школьных олимпиадах имеют право принимать участие нее желающие. В случае большого числа параллельных клас​сов и, соответственно, огромного числа желающих, возможно проведение сначала классной, а затем школьной олимпиады. Тогда на школьную олимпиаду приглашаются только призеры классных олимпиад или учащиеся, набравшие определенное число баллов (если текст олимпиадной работы был единый). Но участники классной олимпиады также считаются участ​никами школьной олимпиады. Также школьные олимпиады можно проводить в 2 тура: заочный и очный. Лучших участ​ников заочного тура обязательно приглашают на очный тур, остальные же учащиеся приходят по желанию.
Продолжительность школьной олимпиады рекомендуется:
В 5-6кл. — 1-1,5 ч; В 7-8кл. — 1,5-2 ч; и 9-11 кл. — 2-3 ч.
В указанное время все участники олимпиады, приходят специально отведенные классы, рассаживаются по местам. Желательно каждому участнику предоставить отдельный стол. На столах заранее разложена бумага для выполне​ния работ, тексты олимпиады. Один из членов жюри знакомит участников с текстом олимпиады, числом баллов за каждое за​дание, временем выполнения работы, правилами оформления заданий. Задания могут быть выполнены в любом порядке. Черновик должен быть подписан и сдан.Особенно это важно для учащихся 5 класса, которые, впол​не возможно, впервые участвуют в таких соревнованиях. Так​же для участников олимпиады можно подготовить и специаль​ные памятки.
Памятка участнику олимпиады.
1. Прочитайте все задачи и наметьте, в каком порядке вы будете их решать. Помните, последние задачи обычно более сложные.
2. Если для вас задача решилась слишком легко, то, скорее всего, вы не поняли условие или где-то ошиблись.
3. Если задача не решается — попробуйте упростить ее условие (взять меньшие числа, рассмотреть частные случаи и т. д.) или порешать ее «с конца», «от противного», поставить вместо чисел переменные и т. д.
4. Не зацикливайтесь на одной задаче: иногда отрывайтесь от нее и оценивайте положение. Если есть хоть небольшие успехи, то можно продолжать, а если мысль ходит по кругу, то задачу лучше оставить (хотя бы на время).
5. Почувствовав усталость — сразу отдыхайте (посмотрите окно, закройте глаза, отвлекитесь).
6. Решив задачу, сразу оформите ее решение. Это поможет проверить рассуждения и освободить мысли для других за​дач.
7. Перед сдачей работы, проверьте еще раз написанное - поймут ли ваши решения задач члены жюри?
После этого участники олимпиады приступают к решению заданий. Консультироваться с товарищами, поворачиваться, использовать какую-то литературу на олимпиаде запрещает​ся. Исключением могут быть лишь справочные материалы, но так как единых у всех учеников их может не быть, лучше задания с использованием справочной литературы не включать в текст.
За несколько минут до окончания работы член жюри пре​дупреждает участников об окончании времени выполнения ра​боты и учащиеся начинают сдавать работы, подписав их.
После необходимого перерыва (5-10 минут) ученики воз​вращаются в класс, где один из членов жюри проводит разбор заданий олимпиады. Нецелесообразно отодвигать время раз​бора на занятие кружка или факультатива. Тем не менее, по​знакомить членов кружка или факультатива как с предложен​ными заданиями на олимпиаде, так и с ее итогами необходимо.
После разбора заданий члены жюри по каждому классу приступают к проверке заданий и оценке решений. Желатель​но, чтобы в каждой параллели было не менее 3 членов.
Возможны два варианта проверки:
1) каждый член жюри проверяет только 1-2 задания из текста олимпиады и карандашом оценивает каждое задание, выставляя рядом с заданием определенное число баллов;
2) каждый член жюри проверяет несколько работ участников, оценивая все задания.
Оба варианта проверки имеют как плюсы, так и минусы. Поэтому после проверки всех работ надо снова всем членам жю​ри еще раз обсудить число баллов, выставленное за каждое за​дание. Работы участников, набравших наибольшее число бал​лов, рекомендуется проверить еще раз с председателем жюри школьной олимпиады по математике.
Самым сложным и ответственным моментом в проведении математической олимпиады является оценка заданий. В зави​симости от того, сколько баллов было выставлено за задания, возможны следующие подходы к оцениванию заданий.
1. Подход, применяемый в последние годы чаще всего для городских (районных) олимпиад, при котором все задания оцениваются исходя из 7 баллов.
7 баллов ставится за верное решение;
6 баллов — за верное решение с недочетами;
4-5 баллов — решение в основных чертах верно, но непол​но или содержит непринципиальные ошибки;
1-3 балла — решение в целом неверно, но содержит более к им менее существенное продвижение в верном направлении;
0 баллов — решение неверно или отсутствует.
Решение считается неполным, если оно:
· содержит основные идеи, но не доведено до конца;
· при верной общей схеме рассуждений содержит пробелы, то есть явно или скрыто опирается на недоказанные утверждения, которые нельзя счесть известными или очевидными.
2. Применяется для заданий, которые все оценены раз​ным числом баллов в зависимости от сложности (трудности) задания.
Рассмотрим данный подход подробнее. Пусть некоторое за​дание оценено 5 баллами. Тогда при безупречно верном реше​нии участнику ставят 5 баллов; при верном решении с недо​четами — 4 балла; при неполном решении с негрубыми ошиб​ками — 3 балла; при неверном решении, но с продвижением в верном направлении — 1-2 балла; за отсутствие решения или неверное решение — 0 баллов. Тогда задания, оцененные 3, 7, 10 баллами, при аналогичных решениях будут оцениваться с помощью следующей таблицы:
	Число баллов
	5
	3
	7
	10

	Безупречное решение
	5
	3
	7
	10

	Решение с недочетами
	4
	2,5
	6
	9

	Неполное решение с негрубыми ошибками
	3
	2
	4-5
	6-8

	Неверное решение, но есть продвижение в верном направлении 
	1-2
	1
	1-3
	1-5


Главное отличие второго подхода состоит в том, что более труд​ные задания оцениваются большим числом баллов.
3. Подход аналогичный второму, но каждое задание член жюри оценивает значками +, ±, [image: image2.png]


, —, 0, которые означают: 

+ : верное решение;

±: верное решение с недочетом;
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: найдена идея решения, но решение не доведено до конца или выполнена лишь часть задания;

−: решение неверное, но ученик искал его, хотя и не нашел;

0: отсутствие решения, ученик не приступил к решению.

Тогда число баллов за каждое задание выставляется в соответствие с этими значками:

	Максимальное

число баллов

за задание
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	4
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	±
	2-2,5
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	9-10
	10-11

	[image: image5.png]



	1,5-2
	2
	2-3
	2-4
	3-5
	3-6
	3-7
	3-8
	3-8
	3-9

	-
	1
	1
	1
	1
	1-2
	1-2
	1-2
	1-2
	1-2
	1-2

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0


Главным недостатком третьего подхода к оцениванию мо​жет быть большое расхождение у членов жюри при выставле​нии знака «[image: image7.png]


».
Возможны, конечно, и другие подходы.
После того, как жюри перепроверило работы всех участни​ков, и особенно набравших наибольшее число баллов, опреде​ляются победители и призеры. Они должны быть независимо от того, сколько баллов набрали участники. Если такого не получилось, значит, текст олимпиадной работы составлен с нарушением требований. И виноват составитель текста, а не ученики.
Абсурд, если I место не присуждается ни одному ученику школьной олимпиады. Отличием в подведении итогов и определении победителей и призеров от спортивных является то, что победителей и призеров в каждой параллели может быть несколько.
Итак, кто же является победителем школьной олимпиады? Ясно, что ученик, набравший наибольшее число баллов. Но, так как субъективизм членов жюри может проявиться все равно при оценке заданий, то можно установить специальные границы в процентах от максимального числа баллов. Наиболее подходящим является следующий подход:
I место присуждается всем участникам, набравшим больше 75% от максимального числа баллов за все задания олимпиады. 
(Если все же при неудачном тексте олимпиады никто не набрал данного числа баллов, необходимо опустить число баллов до 70%, 65% и т.д. Олимпиада — это соревнование, а в любом соревновании бывают победители, они должны быть и здесь).
II место присуждается участникам, набравшим от 50 до 75% от максимального числа баллов.
III место присуждается набравшим от 33 до 50%.
Данные границы участникам олимпиады можно не сооб​щать. Примерные границы от максимального числа баллов указаны в таблице.
	Максимальное

число баллов
	20
	25
	30
	35
	40
	45
	50

	I место
	15-20
	19-25
	22-30
	26-35
	30-40
	33-45
	37-50

	II место
	10-14
	13-18
	15-21
	18-25
	20-29
	23-32
	25-36

	III место
	7-9
	9-12
	10-14
	11-17
	13-19
	15-22
	16-24


В школьном туре победителей и призеров может быть 20-25% от числа участников, но не будет необычным, если в неко​торой параллели больше половины участников станут призе​рами. Это только повысит интерес учащихся к участию в олим​пиадах. На следующий год желающих, думаю, будет больше.
После определения победителей заполняется протокол, члены жюри подписывают его. Как правило, в школе апелля​ции по олимпиадам не рассматриваются. Но учащиеся имеют право ознакомиться с проверенными решениями.
После определения победителей и призеров олимпиады по каждой параллели руководство школы совместно с оргкомите​том и жюри олимпиады проводит награждение. Провести награждение победителей и призеров олимпиады можно на математическом вечере или торжественной линейке. В качестве призов могут быть книги по математике, художественные, научно-популярные книги, денежные призы. Все зависит от конкретных условий школы. Для награждения победителей и призеров  школьных олимпиад можно привлечь и средства спонсоров.

Иногда на школьных олимпиадах побеждают не те ученики, кто получает на уроках отметки «хорошо» и «отлично», а те, кто получает и «удовлетворительно» по математике, особенно это бывает в 5-8 классах. Поэтому учителю необходимо психологическая работа как с учащимися, которые стали по​бедителями, так и с теми школьниками, кто в этот раз не попал в призеры.
Некоторые регионы проводят школьные олимпиады по единым текстам, что вряд ли целесообразно применять вез​де, т. к. отдельные школы региона резко отличаются по уров​ню развития учащихся и тексты в одной школе могут ре​шить практически все учащиеся параллели, а в другой больше 1-2 задач не решит никто. Также сегодня в связи с большим числом учебников по математике, может оказаться, что неко​торые темы изучены по некоторым учебникам, а по другим — нет.
Если уж и давать единые тексты, то в качестве заочного тура с целью лучшей подготовки учащихся к участию в олим​пиадах.

План кружка

Наш девиз: "Задачи труднее, но и мы умнее!" 

I. Пояснительная записка
Для жизни в современном обществе важным является формирование математического мышления, проявляющегося в определенных умственных навыках. В процессе математической деятельности в арсенал приемов и методов человеческого мышления естественным образом включается индукция и дедукция, обобщение и конкретизация, анализ и синтез, классификация и систематизация, абстрагирование и аналогия. Объекты математических умозаключений и правила их конструирования вскрывают механизм логических построений, вырабатывают умения формулировать, обосновывать и доказывать суждения, тем самым развивают логическое мышление.

Внеклассная работа является неотъемлемой частью учебно-воспитательной работы в школе. Она способствует углублению знаний учащихся, развитию их дарований, логического мышления, расширяет кругозор. Кроме того, внеклассная работа по математике имеет большое воспитательное значение, ибо цель ее не только в том, чтобы осветить какой-либо узкий вопрос, но и в том, чтобы заинтересовать учащихся предметом, вовлечь их в серьезную самостоятельную работу.

Математический кружок – это самодеятельное объединение учащихся под руководством учителя, в рамках которого проводятся систематические занятия с учащимися во внеурочное время.

Математические кружки по математике являются основной формой внеклассной работы с учащимися в 5–6-х классах. Так как не существует готовой программы для поставленных целей и задач, возникла необходимость разработать авторскую программу по курсу кружка “ За страницами учебника математики”. По целевым установкам и прогнозируемым результатам программа относится к образовательным.

Программа рассчитана на два года обучения. Образование осуществляется в виде теоретических и практических занятий для учащихся первого и второго года обучения – 2 часа в неделю.

Оптимальная численность группы – 15 человек.

В основе кружковой работы лежит принцип добровольности. Для обучения по программе принимаются все желающие учащиеся пятых классов.

Основная цель программы – развитие творческих способностей, логического мышления, углубление знаний, полученных на уроке, и расширение общего кругозора ребенка в процессе живого и забавного рассмотрения различных практических задач и вопросов, решаемых с помощью одной арифметики или первоначальных понятий об элементарной геометрии, изучения интересных фактов из истории математики.

Достижение этой цели обеспечено посредством решения следующих задач:

· привитие интереса учащимся к математике;

· углубление и расширение знаний учащихся по математике;

· развитие математического кругозора, мышления, исследовательских умений учащихся;

· формирование представлений о математике как части общечеловеческой культуры;

· воспитание трудолюбия, терпения, настойчивости, инициативы.

Частично данные задачи реализуются и на уроке, но окончательная и полная реализация их переносится на внеклассные занятия.

Основными педагогическими принципами, обеспечивающими реализацию программы, являются:

· учет возрастных и индивидуальных особенностей каждого ребенка;

· доброжелательный психологический климат на занятиях;

· личностно-деятельный подход к организации учебно-воспитательного процесса;

· подбор методов занятий соответственно целям и содержанию занятий и эффективности их применения;

· оптимальное сочетание форм деятельности;

· преемственность, каждая новая тема логически связана с предыдущей;

· доступность.

Программа может содержать разные уровни сложности изучаемого материала и позволяет найти оптимальный вариант работы с той или иной группой обучающихся. Данная программа является программой открытого типа, т.е. открыта для расширения, определенных изменений с учетом конкретных педагогических задач, запросов детей.

Ожидаемые результаты
По окончании обучения учащиеся должны знать:

· нестандартные методы решения различных математических задач;

· логические приемы, применяемые при решении задач;

· историю развития математической науки, биографии известных ученых-математиков.

По окончании обучения учащиеся должны уметь:

· рассуждать при решении логических задач, задач на смекалку, задач на эрудицию и интуицию;

· систематизировать данные в виде таблиц при решении задач, при составлении математических кроссвордов, шарад и ребусов;

· применять нестандартные методы при решении программных задач

II-1. Учебно-тематический план 1-го года занятий
(1часа в неделю, всего 34 часа)

	 

№
	Тема занятия
	Общее кол-во часов

	 1
	Вводное занятие. Как возникло слово “математика”
	1

	 2
	Натуральные числа. Рассказы о числах-великанах
	1

	 3
	Запись цифр и чисел у других народов
	1

	 4
	Задачи, решаемые с конца
	1

	 5
	Математические ребусы
	1

	66
	Инварианты
	2

	 7
	Принцип Дирихле.
	2

	 8
	В стране рыцарей и лжецов
	2

	 9
	Графы и их применение в решении задач
	2

	 10
	Логические задачи, решаемые с использованием таблиц
	2

	 11
	Первые шаги в геометрии
	2

	 12
	Пространство и размерность
	2

	 13
	Простейшие геометрические фигуры
	1

	 14
	Конструирование
	2

	 15
	Куб и его свойства
	2

	 16
	Задачи на разрезание и складывание фигур
	2

	 17
	Треугольник. Пирамида
	1

	 18
	Правильные многогранники
	1

	 19
	Геометрические головоломки
	1

	 20
	Измерение длины. Метрическая система мер
	1

	 21
	Измерение площади и объема
	1

	 22
	Вычисления длины, площади и объема
	1

	 23
	Геометрический тренинг
	1

	 24
	Проценты
	1

	 25
	Итоговое занятие
	1

	Итого:
	34


III-1. Содержание 1-го года занятий

	1. Вводное занятие. Как возникло слово “математика”. Беседа о происхождении арифметики. Счет и десятичная система счисления. Счет у первобытных людей. История возникновения термина “математика”. Математическая игра “Не собьюсь”.

2. Натуральные числа. Рассказы о числах-великанах. Систематизация сведений о натуральных числах, чтение и запись многозначных чисел. Чтение и обсуждение рассказов о числах-великанах: “Легенда о шахматной доске”, “Награда”, “Выгодная сделка”.

3. Запись цифр и чисел у других народов. Беседа о происхождении и развитии письменной нумерации. Цифры у разных народов. Конкурс “Кто больше знает пословиц, поговорок, загадок, в которых встречаются числа?”

4. Задачи, решаемые с конца. Введение понятия текстовой задачи, сюжетной задачи. Самостоятельное решение задач, обсуждение решений. Разбор различных способов решения: по действиям, с помощью таблицы.

5. Математические ребусы. Математическими ребусами называют задания на восстановление записей вычислений. Записи восстанавливают на основании логических рассуждений. При этом нельзя ограничиваться отысканием только одного решения. Разбор основных приемов решения математических ребусов. Самостоятельное решение задач, обсуждение решений.

6. Инварианты. Понятие инварианта некоторого преобразования. В качестве инварианта рассматриваются четность (нечетность) и остаток от деления. Определение четного и нечетного числа. Применение четности при решении задач. Другие стандартные инварианты: перестановки, раскраски.

7. Принцип Дирихле. Разбор формулировки принципа Дирихле, доказательство принципа методом от противного. Примеры различных задач, решаемых с помощью принципа Дирихле. Самостоятельное решение задач, обсуждение решений.

8. В стране рыцарей и лжецов. В этой удивительной стране живут рыцари, все высказывания которых – правдивы и лжецы – каждое высказывание которых – ложь. И еще в этой стране бывают гости, в большинстве своем – нормальные люди, с которыми особенно трудно – они могут говорить правду, но могут и солгать. Внимательный путешественник, однако, всегда может разобраться кто перед ним… Решение задач.

9. Графы и их применение в решении задач. Понятие графа, определения четной вершины, нечетной вершины. Свойства графа. Решение задач с использованием графов. Знакомство с биографией Леонарда Эйлера.

10. Логические задачи, решаемые с использованием таблиц. Понятие высказывания как предложения, о котором можно сказать – истинно оно или ложно. Построение отрицательных высказываний, особенно со словами “каждый”, “любой”, “хотя бы один” и т. д. Методы решения логических задач с помощью применения таблиц и с помощью рассуждения. Объяснение данных методов на примере решения задач.

11. Первые шаги в геометрии. Начальные понятия геометрии. Геометрические фигуры. Основные чертежные и измерительные инструменты: линейка, циркуль, транспортир.

12. Пространство и размерность. Понятие трехмерного пространства, параллелепипед. Понятие плоскости. Перспектива. Решение задач.

13. Простейшие геометрические фигуры. Простейшие геометрические фигуры и их обозначения: точка, прямая, луч, отрезок, угол. Измерение углов с помощью транспортира. Прямой, тупой, развернутый угол. Биссектриса угла. Вертикальные углы, смежные углы.

14. Конструирование. Составление различных конструкций из букв Т и Г. Составление композиций орнаментов, рисунков. Геометрические иллюзии.

15. Куб и его свойства. Понятие многогранника, понятия грани, ребра, вершины многогранника. Куб как представитель большого семейства многогранников. Развертка куба. Изображение куба. Изготовление модели куба.

16. Задачи на разрезание и складывание фигур. Решение задач, в которых заданную фигуру, разделенную на равные клеточки, надо разрезать на несколько равных частей. Изготовление из картона набора пентамино и решение задач с использованием этого набора.

17. Треугольник. Пирамида. Понятие многоугольника. Определение треугольника, изображение и обозначение треугольника. Сторона, вершина, угол треугольника. Равнобедренный и правильный треугольник. Остроугольный, прямоугольный и тупоугольный треугольники. Пирамида. Тетраэдр. Изготовление модели тетраэдра.

18. Правильные многогранники. Знакомство с правильными многогранниками. Изготовление моделей октаэдра и икосаэдра. Способ изготовления моделей многогранников, при котором они сплетаются из нескольких полосок бумаги.

19. Геометрические головоломки. Геометрия танграма. Изготовление головоломки. Решение задач. Игра стомахион, изготовление, решение задач.

20. Измерение длины. Метрическая система мер. Единицы длины. Возникновение и совершенствование мер длины. Старинные русские меры длины: вершок, пядь, шаг, локоть, аршин, сажень, верста. Меры длины, которые используются в разных странах: стадий, ли, лье, миля, фут, кабельтов, дюйм, мил, ярд.

21. Измерение площади и объема. Единицы измерения площадей и объемов. Измерение площадей фигур неправильной формы. Решение практических задач на измерение объемов различных тел.

22. Вычисления длины, площади и объема. Свойства площадей и объемов. Равновеликие фигуры. Решение задач на вычисление площадей и объемов.

23. Геометрический тренинг. В геометрии очень важно уметь смотреть и видеть, замечать различные особенности геометрических фигур, делать выводы. Эти умения необходимо постоянно тренировать и развивать. Решение различных задач на развитие “геометрического зрения”.

24. Проценты. Проценты в прошлом и в настоящее время. Арифметические знаки и обозначения. Знак процента. Решение задач.

25. Итоговое занятие. Подведение итогов. Поощрение успешно занимавшихся учащихся. Математическая викторина.


II-2. Учебно-тематический план 2-го года занятий

(2 часа в неделю, всего 72 часа)
	№
	Тема занятия
	Общее кол-во часов

	11.
	Среднее арифметическое и разные задачи
	4

	22
	Четные и нечетные числа
	2

	33.
	Признаки делимости. Остатки
	4

	44.
	Простые числа
	2

	55.
	От натуральных к дробным числам
	2

	66.
	Периодические дроби
	2

	77.
	Приемы устного счета
	4

	88.
	Скорость, расстояние, время и таинственные соотношения между ними
	4

	99.
	Задачи с дробями и процентами
	6

	110.
	Задачи на движение с дробями и процентами
	4

	111.
	Пропорции
	6

	112.
	Пропорциональное деление чисел и величин
	4

	113.
	Задачи на совместную работу
	4

	114.
	Число [image: image8.png]


. Длина окружности, площадь круга
	2

	115
	Возникновение отрицательных чисел
	2

	116.
	Решение линейных уравнений, содержащих модули
	4

	117.
	Решение задач с помощью уравнений
	4

	118.
	Параллельные и перпендикулярные прямые
	2

	119.
	Осевая и центральная симметрии
	2

	220.
	Координатная плоскость
	4

	221.
	Графики и диаграммы
	2

	222.
	Итоговое занятие
	2

	 
	Итого:
	72


III-2. Содержание 2-го года занятий

1. Среднее арифметическое и разные задачи. Решение задач на нахождение среднего арифметического и на смешение первого рода. Нахождение среднего взвешенного Задачи на смеси и сплавы.

· Четные и нечетные числа. Свойства четных и нечетных чисел. Решение задач с использованием свойств четных и нечетных чисел.

· Признаки делимости. Остатки. Признаки делимости на 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 12, 15, 18, 25. Решение задач с использованием признаков делимости.

· Простые числа. Понятие простого числа. Удобный способ отыскания простых чисел (“решето Эратосфена”), Евклид о простых числах. Простые числа Мерсенна. Числа-близнецы.

· От натуральных к дробным числам. Что такое ломаное число? Древнекитайская задача с дробями. Староиндийская задача с цветами и пчелами. Задачи с дробями у древних армян. Древнеегипетская задача с дробями.

· Периодические дроби. Бесконечная десятичная дробь. Возникновение бесконечных десятичных дробей при измерении. Представление бесконечной периодической десятичной дроби виде обыкновенной.

· Приемы устного счета. Умножение двухзначных чисел на 11. Возведение в квадрат чисел, оканчивающихся на 5. Возведение в квадрат трехзначных чисел, оканчивающихся на 25. Умножение на 155 и 175. Деление на 5 и 25. Умножение на 9, 99, 999. Умножение на 111.

· Скорость, расстояние, время и таинственные соотношения между ними. Различные способы решения задач на движение.

· Задачи с дробями и процентами. Задачи на действия с дробями и процентами. Три основные задачи на дроби и проценты. Задачи на нахождение чисел по их сумме и разности, сумме и отношению с использованием дробей и процентов.

· Задачи на движение с дробями и процентами. Движение тел по течению и против течения реки. Одновременное и разновременное начало противоположно направленных движений и движений в одном направлении.

· Пропорции. Прямо пропорциональная зависимость величин. Решение задач на проценты с помощью пропорции. Разные задачи на пропорции. Обратная пропорциональная зависимость величин.

· Пропорциональное деление чисел и величин. Решение задач на пропорциональное деление. Деление числа на части, обратно пропорциональные данному ряду чисел. Задачи на пропорциональное деление из “Арифметики” Л.Ф. Магницкого.

· Задачи на совместную работу. Решение задач на совместную работу. Разные задачи.

· Число ?. Длина окружности, площадь круга. История открытия числа ?. Приближенное вычисление числа ? . Задачи на нахождение длины окружности и площади круга. Измерение земного меридиана Эратосфеном.

· Возникновение отрицательных чисел. История возникновения отрицательных чисел. От Диафанта до Бхаскары. Путь к признанию отрицательных чисел.

· Решение линейных уравнений, содержащих модули. Определение модуля числа. Различные способы решения линейных уравнений, содержащих переменную под знаком модуля.

· Решение задач с помощью уравнений. Задачи на движение. Задачи на движение по воде. Задачи на совместную работу. Облегченный способ решения некоторых задач повышенной сложности.

· Параллельные и перпендикулярные прямые. Различные способы построения параллельных и перпендикулярных прямых. Основное свойство параллельных прямых.

· Осевая и центральная симметрии. Осевая симметрия. Центральная симметрия. Построение фигур, симметричных данным. Симметрия в природе.

· Координатная плоскость. Прямоугольная система координат на плоскости. Р. Декарт. Рисуем по координатам.

· Графики и диаграммы. Графики. Чтение графиков. Диаграммы. Столбчатые и круговые диаграммы.

· Итоговое занятие. Подведение итогов. Поощрение успешно занимавшихся учащихся. Математический КВН.

IV. Методическое обеспечение

Построение учебного процесса. Основной формой проведения кружковых занятий является комбинированное тематическое занятие. Примерная структура данного занятия:

1. Объяснение учителя или доклад учащегося по теме занятия.

2. Самостоятельное решение задач по теме занятия, причем в числе этих задач должны быть задачи и повышенной трудности. После решения первой задачи всеми или большинством учащихся один из учащихся производит ее разбор. Учитель по ходу решения задач формулирует выводы, делает обобщения.

3. Решение задач занимательного характера, задач на смекалку, проведение математических игр и развлечений.

4. Подведение итогов занятия, ответы на вопросы учащихся, домашнее задание.

В процессе подготовки и проведения занятий у учащихся развиваются и улучшаются навыки самостоятельной работы с литературой, формируется речевая грамотность, четкость, достоверность и грамотность изложения материала, собранность и инициативность.

Домашние задания заключаются не только в повторении темы занятия, а также в самостоятельном изучении литературы, рекомендованной педагогом.

 Примерные олимпиадные задачи с решениями
1. Число 5 возвели в степень 2002. Как вы думаете, в получившемся числе больше, чем 2002 цифры или меньше? Ответ объясните.

Ответ: меньше. Оценить количество цифр числа 52002 можно различными способами, например так: 52002 = (54)500(52 = 625500(25 < 1000500(25 = (103)500(25 = 25(101500. Полученное число содержит 1502 цифры, следовательно, в десятичной записи числа 52002 меньше, чем 2002 цифры.


[image: image9.png]



Рис. 1

2. Две стороны и высота, проведенная к третьей стороне одного треугольника соответственно равны двум сторонам и высоте, проведенной к третьей стороне другого треугольника. Можно ли утверждать, что треугольники равны? Ответ объясните.
Ответ: нет. Рассмотрим, например, остроугольный треугольник АВС (АВ ( ВС) и проведем его высоту ВH (см. рис. 1). Пусть CH < AH, тогда на луче HA отметим точку D так, что HD = HC, и соединим ее с вершиной В. Из равенства треугольников BHC и BHD следует, что BC = BD. Таким образом, в треугольниках АВС и АВD: BC = BD, АВ – общая сторона, ВH – общая высота, проведенная к сторонам АС и AD соответственно. Эти треугольники не равны, так как один из них остроугольный, а другой – тупоугольный.

3. Водитель дальнобойного грузовика взглянул на приборы своей машины и увидел, что спидометр показывает число 25952. «Какое красивое число километров я проехал. Наверное, не скоро выпадет следующее красивое число» – подумал он. Однако, через 1 час 20 минут на спидометре высветилось следующее красивое число. С какой скоростью ехал грузовик?

Ответ: 82,5 км/ч. Следующим красивым числом (то есть, числом-палиндромом) будет число 26062. Следовательно за 1 час 20 минут грузовик проехал 26062 – 25952 = 110 (км), значит его скорость равна 110:
[image: image10.wmf]4

3

 = 82,5 (км/ч).
4. Известно, что (a – b + 2002), (b – c + 2002) и (c – a + 2002) — три последовательных целых числа. Найдите эти числа.

Ответ: 2001, 2002 и 2003. Пусть n – 1; n и n + 1 – три последовательных целых числа, тогда их сумма равна 3n, то есть утроенному второму числу. Так как (a – b + 2002) + (b – c + 2002) + (c – a + 2002) = 6006, то n = 2002. Значит, n – 1 = 2001; n + 1 = 2003.
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Рис. 2

5. Можно ли расположить на плоскости (но не на одной прямой!) пять точек так, чтобы выполнялось условие: «если три точки являются вершинами треугольника, то этот треугольник – прямоугольный»? Ответ объясните.

Ответ: можно. Пример такого расположения – вершины квадрата ABCD и точка О пересечения его диагоналей (см. рис. 2). Треугольники AOB, BOC, COD, DOA, ABC, ADC, ABD и CBD являются прямоугольными, а тройки точек A, O, C и B, O, D треугольников не образуют.

Можно доказать, что приведенное расположение точек – единственное, удовлетворяющее условию. Пять точек, лежащих на одной прямой, формально могли бы удовлетворять условию, так как в этом случае не образовывается ни одного треугольника. 
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6. Автомат умеет от любого картонного прямоугольника отрезать квадрат со стороной, равной меньшей стороне прямоугольника. Петя разрезал имевшийся у него прямоугольник на 2 больших квадрата, 3 квадрата поменьше и 5 маленьких квадратов со стороной 10 см, используя только этот автомат. Найдите размеры Петиного прямоугольника.

Рис. 3

Ответ: 370 см (160 см (см. рис. 3). Эту задачу удобно решать «с конца». Пять квадратов со стороной 10 см могли быть получены только последовательным разрезанием прямоугольника 50(10 (см). Так как этот прямоугольник, в свою очередь, был получен последовательным отрезанием трех одинаковых квадратов, то длина стороны каждого из этих квадратов – 50 см, а отрезались они от прямоугольника, большая сторона которого равна 10 + 50(3 = 160 (см). Так как размеры этого прямоугольника 160(50 (см), то используя аналогичные рассуждения, получим, что длина стороны каждого из двух больших квадратов равна 160 см, что и составляет длину меньшей стороны исходного прямоугольника. Большая сторона этого прямоугольника равна 50 + 160(2 = 370 (см).

7. Может ли натуральное число иметь в полтора раза больше нечетных делителей, чем четных? Ответ объясните.

Ответ: нет. Рассмотрим разложение натурального числа на простые множители. Если в этом разложении отсутствует множитель 2, то все делители этого числа – нечётные и ответ – очевиден. Пусть в разложении числа на простые множители есть хотя бы одна «двойка». Рассмотрим все нечётные делители этого числа. Если умножить на 2 каждый из них, то получится четный делитель этого же числа. Таким образом, если среди делителей числа есть хотя бы один чётный, то чётных делителей, по крайней мере, не меньше, чем нечётных. Следовательно, натуральное число не может иметь нечетных делителей в полтора раза больше, чем четных.
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8. В треугольнике ABC H – точка пересечения высот AA1 и BB1. Найдите (ВАС, если известно, что AH = BC. 
Рис. 4

Ответ: 45(. Рассмотрим прямоугольные треугольники AB1H и BB1C (см. рис. 4): AH = BC (по условию); (HАС = 90( – (АСB = (В1BС, следовательно, эти треугольники равны по гипотенузе и острому углу. Из равенства треугольником получим, что AB1 = BB1, значит ( ABB1 – прямоугольный и равнобедренный, то есть, (ВАС = (АBB1 = 45(.
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9. Шахматный конь хочет попасть из левого нижнего угла в правый верхний угол на доске размером 2002(2003, делая ходы только вправо и вверх (см. рисунок). Сможет ли он это сделать? Ответ объясните. 

Ответ: не сможет. Для того, чтобы переместиться из левого нижнего угла доски в правый верхний конь должен пройти 2001 клетку вдоль меньшей стороны доски и 2002 клетки вдоль большей стороны. Таким образом, ему надо пройти 2001 + 2002 = 4003 клетки. Любой из двух разрешенных ходов приближает коня к цели ровно на три клетки. Так как 4003 не делится на 3, то попасть в правую верхнюю клетку конь не сможет.

10. Докажите, что число 
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 является квадратом некоторого натурального числа.
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Рис. 5
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11. В треугольнике АВС: РВ = 20(, РС = 40(, длина биссектрисы АМ равна 2  см. Найдите разность сторон: ВС – АВ. 

Ответ: 2 см. Рассмотрим данный треугольник АВС (см. рис. 5). Так как РВАС = 180( – (20( + 40() = 120(, то РВАМ = РСАМ = 60(. На стороне ВС отметим точку D такую, что ВD = АВ, тогда CD = ВC – ВD = BC – АВ. В равнобедренном треугольнике BAD РВАD = РBDА = (180( – 20() : 2 = 80(; РАМC – внешний для треугольника ВАМ, поэтому РАМC = 20( + 60( = 80(. Так как РBDА = РАМC, то (MAD – равнобедренный с основанием MD. РСAD = РВАС – РBAD = 120( – 80( = 40(, то есть РСAD = РDCA, значит (CAD – равнобедренный с основанием AC. Таким образом, CD = AD = AM = 2 (см). 

12. Дана последовательность, в которой пропущено ровно пять чисел: 102; 105; 111; 114; 120; 123; 129; ___; ___; ___; ___; ___; 201; 204; 210; 213; 219. Вставьте пропущенные числа.

Ответ: пропущены числа 141; 147; 159; 174; 186. Для того, чтобы восстановить пропущенные числа, необходимо заметить, что каждый член данной последовательности, начиная со второго, получается в результате сложения предыдущего члена и суммы его цифр: 111 = 105 + 6; 114 = 111 + 3; и т. д. Искомые числа: 141 = 129 + 12; 147 = 141 + 6; 159 = 147 + 12; 174 = 159 + 15; 186 = 174 + 12.
Графы

Графом на плоскости называется конечное множество точек плоскости, некоторые из которых соединены линиями. Эти точки называются вершинами графа, а соединяющие их линии - ребрами. Число ребер, исходящих из вершины графа, называется степенью этой вершины. 

С графами мы встречаемся чаще , чем это, возможно, кажется на первый взгляд. Примерами графа может служить любая карта дорог, электросхема, чертеж многоугольника и т. д.

Теория графов возникла в 1736 г., когда Леонард Эйлер опубликовал первую статью о графах. Начиналась она с разбора широко известной теперь задачи о кенигсбергских мостах. Долгое время считалось, что теория графов применяется главным образом для решения логических задач, а сама теория рассматривалась как часть геометрии. Однако в ХХ веке были найдены широкие приложения теории графов в экономике, биологии, химии, электронике, сетевом планировании, комбинаторике и других областях науки и техники. В результате она стала бурно развиваться и превратилась в самостоятельную разветвленную теорию.
Задачи на соответствие между множествами 
13. В пяти корзинах А, Б, В, Г и Д лежат яблоки пяти разных сортов. В каждой из корзин А и Б находятся яблоки 3-го и 4-го сорта, в корзине В - 2-го и 3-го , в корзине Г - 4-го и 5-го, в корзине Д - 1-го и 5-го. Занумеруйте корзины так, чтобы в корзине №1 имелись яблоки 1-го сорта ( по меньшей мере одно ), в корзине №2 - яблоки 2-го сорта и т. Д

Решение.
Изобразим два множества множество корзин и множество их номеров. В каждом из этих множеств по пять элементов обозначим их точками 

Установим соответствие между этими двумя множествами так, чтобы условия задачи выполнялись. Будем соответствующие элементы двух множеств соединять сплошными линиями, а не соответствующие - пунктирными или совсем не соединять. Так как яблоки первого сорта лежат только в корзине Д, то именно этой корзине и нужно дать номер 1; проведем сплошную линию между точками Д и 1. Далее номер 2 можно присвоить только корзине В, а после этого номер 5 - лишь корзине Г. Наконец, номера 3 и 4 дадим корзинам А и Б ( в любом порядке ).

Ответ: корзины расположились, начиная с №1, в последовательном порядке Д, В, А, Б, Г или в порядке Д, В, Б, А, Г.

14. В стране Радонежии некоторые города связаны между собой авиалиниями. Из столицы выходит 1985 авиалиний, из города Дальнего одна, а из остальных городов - по 20 линий. Докажите, что из столицы можно добраться до Дальнего.

Решение.
Рассмотрим множество городов, до которых можно добраться из столицы. Это граф: его вершины - города, ребра - авиалинии, их соединяющие. Из каждой вершины графа выходит столько ребер, сколько всего авиалиний выходит из соответствующего города. Граф содержит нечетную вершину - столицу. Поскольку число нечетных вершин в графе четно, в нем есть еще одна нечетная вершина. Этой вершиной может быть только город Дальний.
Задачи, при решении которых используются вершины, стороны и диагонали многоугольника
15. Можно ли организовать футбольный турнир девяти команд так, чтобы каждая команда провела по четыре встречи?

Решение
Изобразим каждую команду точкой, а проведенную ею встречу - отрезком, исходящим из этой точки. Девять точек лучше расположить так, чтобы при последовательном соединении их отрезками образовался выпуклый девятиугольник.

Задача сводиться к следующей: можно ли девять точек соединить отрезками так, чтобы из каждой точки выходили четыре отрезка? Другими словами, существует ли граф с деятью вершинами, у которого степень каждой вершины равна 4?

Прежде всего проведем все стороны девятиугольника; они будут означать, что каждая команда провела две встречи. 

Для того чтобы получить еще две встречи будем, например, соединять все вершины диагоналями через одну ( рис. 19 ). ( Целесообразно для всех держаться одной и той же системы проведения из них отрезков, иначе решение усложнится. ) После этого все получается.

Ответ: можно.
16. Можно ли провести футбольный турнир семи команд так, чтобы каждая команда провела по три встречи? 

Решение.
Попытки решить эту задачу тем же методом, что и предыдущие задачи, приводят к неудаче. Возникает подозрение, что провести турнир таким образом нельзя.

Для того чтобы доказать нашу гипотезу, попробуем вместо рисунка подсчитать общее число встреч, которые надо провести командам. Оно равно 7 (3/2). Но это число не является целым.

Ответ: нельзя. 
17. Докажите что общее число вершин графа, которые имеют нечетную степень четно. 

Решение.
Обозначим число вершин графа, имеющих нечетную степень, через k, а степени таких вершин - соответственно через а1, а2,…, аk. Кроме того, у графа могут быть вершины с четной степенью; обозначим степени этих вершин соответственно через b1, b2,…, bn.

Допустим, что число k нечетно. Подсчитаем общее число ребер графа. Оно равно [(а1 + а2 +…+ аk) + (b1 + b2 +…+ bn)] /2. 

Сумма в первых круглых скобках числителя полученной дроби есть число нечетное, как сумма нечетного числа нечетных слагаемых, а сумма во вторых скобках число четное. Но тогда весь числитель - число нечетное, а значит дробь не является натуральным числом. Мы пришли к противоречию.

Задачи на обведение контура фигуры непрерывной линией
18. В 18 веке город Кенигсберг ( ныне Калининград в составе нашей страны ) был расположен на берегах реки и двух островах. Различные части города были соединены семью мостами. Можно ли обойти все эти мосты так, чтобы побывать на каждом из них ровно один раз?

Это и есть задача Эйлера о кенигсбергских мостах, о которой упоминалось в начале параграфа.

Решение.
Обозначим различные части города буквами А, В, С и К и изобразим их точками. Мосты изобразим линиями, соединяющими эти точки. Получим граф.

Задача сводится к следующей: существует ли путь, проходящий по всем ребрам графа, причем по каждому ребру только один раз?

Рассмотрим два случая. 

1) Предположим, что существует такой замкнутый путь. Тогда степень каждой вершины графа должна быть четной, так как, входя в какую-либо вершину, мы затем должны из нее выйти, причем по другому ребру. Что касается начала пути, то после выхода из него мы должны в конце концов в него и вернуться, поскольку путь замкнутый. Однако на рисунке 20 нет ни одной вершины, степень которой была бы четной. Значит этот случай невозможен.

2)Пусть существует такой незамкнутый путь; например, пусть он начинается в вершине А, а заканчивается в С.

Тогда из вершин А и С должно выходить уже нечетное число ребер, а из промежуточных вершин В и К - по-прежнему четное число. Но на рисунке степени вершин В и К нечетны. Следовательно, и этот случай отпадает.

Ответ: нельзя.

Хотя рассуждение проведенное при решении задачи, выполнено для частного случая, оно носит общий характер:

1)если существует замкнутый путь, проходящий по всем ребрам графа, причем по каждому ребру только один раз, то степени всех вершин графа четные,

2)если существует аналогичный незамкнутый путь, то степени начала и конца пути нечетные, а остальных вершин - четные.
Эйлер в своей статье доказал и обратные утверждения. Пусть граф связный, т. е. любые две его вершины можно связать путем, проходящим по его ребрам. Тогда путь, проходящий по всем ребрам графа, причем по каждому ребру только один раз, существует лишь в следующих двух случаях:
когда степень каждой вершины четная (в этом случае путь замкнут),

когда граф имеет только две вершины А и В с нечетной степенью (тогда путь не замкнут и имеет своими концами вершины А и В ) .

Разные задачи на графы
19. В углах шахматной доски 3х3 стоят 4 коня: 2 белых (в соседних углах) и два черных. Можно ли за несколько ходов (по шахматным правилам) поставить коней так, чтобы во всех соседних углах стояли кони разного цвета?

Решение.
Отметим центры клеток доски и соединим отрезками пары отмеченных точек, если из одной в другую можно пройти ходом коня. Мы получим граф, содержащий «цикл» из восьми точек и одну изолированную точку. Перемещение коней по доске соответствует движению по ребрам этого цикла. Ясно, что при движении по циклу нельзя изменить порядок следования коней.
20. Выпишите в ряд цифры от 1 до 9 так, чтобы число, составленное из двух соседних цифр, делилось либо на 7, либо на 13.

Решение.
Напишем цифры на листе. Соединим стрелками те цифры, которые могут следовать друг за другом. Теперь ясно, что первой идет 7, затем 8 и 4. Поскольку 8 уже использована, то стрелки, идущие в нее, надо убрать. После 4 идет 9, поскольку к девятке другого пути нет. Дальше идет 1 и так далее.

Ответ: 784913526.
21. В школьном турнире в один круг играют шесть шахматистов: Алеша, Боря, Витя, Гриша, Дима и Костя. Ежедневно игрались три партии, и весь турнир окончился в пять дней. В первый день Боря играл с Алешей, а во второй - с Костей. Витя в четвертый день играл с Костей, а в пятый с Димой. Кто с кем играл в каждый день турнира?

Решение.
Обозначим шахматистов соответственно точками А, Б, В, Г, Д и К, а сыгранные ими партии - отрезками, соединяющими эти точки.

Точки лучше располагать так, чтобы при последовательном их соединении они стали вершинами правильного шестиугольника.

Первый день турнира. По условию в этот день Боря играл с Алешей. С кем играл Витя? Только с Гришей, так как с Димой и Костей он играл в другие дни. Следовательно, третью партию в первый день играли Дима с Костей. Построим соответствующий граф.
Второй день турнира. В этот день Боря играл с Костей, поэтому Витя, учитывая первый и пятый дни, мог играть лишь с Алешей. 

Третий день турнира. Витя, с учетом всех предыдущих и последующих турнира, мог играть только с Борей. Так как Дима уже играл с Костей и Гришей, то в этот день он играл с Алешей. Значит Гриша играл с Костей.

Четвертый день турнира. Здесь нетрудно определить, кто с кем играл: Витя - с Костей, Алеша - с Гришей, Боря с Димой.

Пятый день турнира.
22. На кружке, в котором участвуют шесть школьников, было дано шесть задач. Каждый школьник решил две задачи, и каждую задачу решили два школьника. Докажите, что разбор задач можно организовать так, чтобы каждый школьник изложил решение одной из решенных им задач и все задачи были разобраны.

Решение.
Изобразим школьника точкой, а решенную им задачу - линией исходящей из этой точки. Пусть один из школьников обозначен точкой А.. Проведем из нее линию. Так как каждую задачу решили два школьника , то проведенная линия соединяет точку А с другой точкой В, которая обозначает второго школьника, решившего ту же задачу. Так как каждый школьник решил две задачи, то из точки В должна выходить еще одна линия, которая соединяет точку В с еще одной точкой С и т. д. 

Возможны следующие случаи.

Может получиться шестиугольник. Тогда утверждение задачи выполняется. 

Может получиться четырехугольник и «двуугольник» ; последнее возможно тогда, когда два школьника решили одни и те же задачи.

Могут получиться два треугольника.

Могут получиться три «двуугольника».

Этим исчерпываются все возможности. В каждом из рассмотренных случаев утверждение задачи выполняется.
23. На столе в приемной парикмахерской лежат журналы. Каждый клиент парикмахерской просмотрел два журнала; каждый журнал просмотрели три человека; для каждой пары журналов имеется только один клиент, который их просмотрел. Сколько журналов и сколько клиентов в приемной парикмахерской? 

Решение.
Обозначим журнал точкой, а клиента, просмотревшего этот журнал - отрезком, выходящим из этой точки.

Возьмем одну такую точку А. Так как каждый журнал просмотрели три человека, то из точки А должны выходить три отрезка. Так как каждый клиент просмотрел два журнала, то каждый

Отрезок соединят две точки..

Поскольку каждую пару журналов просмотрел один человек, то нужно каждую пару точек соединить отрезком. Получаем четырехугольник с диагоналями. Проверьте еще сами, что здесь все три условия задачи выполняются.

Может возникнуть вопрос: а не существует ли еще хотя одна , пятая точка Е, такая, что все условия задачи выполняются? Тогда из каждой из пяти точек будет выходить не по три, а по четыре отрезка, а это противоречит условиям задачи.

Ответ: 4 журнала, 6 клиентов.
24. 17 ученых из разных стран переписываются между собой на одном из трех языков: английском, французском или русском. Докажите, что среди них найдутся трое, которые переписываются между собой на одном и том же языке.

Решение.
Обозначим каждого из ученых точкой и соединим эти точки всевозможными отрезками. Точки расположим так, чтобы никакие три из них не лежали на одной прямой. Так как каждый ученый переписывается с 16 остальными, то из каждой точки выходит 16 отрезков. Каждый из отрезков, означающий переписку ученых на английском языке, окрасим в черный цвет, на французском - в красный, на русском - в белый.

Рассмотрим два случая.

Пусть среди отрезков, соединяющих точки А2, А3, А4, А5, А6 и А7 попарно между собой, имеется черный, скажем А2А3. Тогда у треугольника А1А2А3 все стороны черные, т. е. соответствующая тройка ученых переписываются между собой на английском языке.

Пусть среди этих отрезков нет черного. В этом случае отрезки между шестью точками А2, А3, А4, А5, А6 и А7 окрашены не более, чем в два цвета - красный и белый. Тогда на основании утверждения задачи 3.33 среди отрезков, соединяющих эти точки, имеются три, составляющие треугольник со сторонами одного цвета.

Раскраски
Говорят, что фигура покрашена в несколько цветов, если каждой точке фигуры приписан определенный цвет. Бывают задачи, где раскраска уже дана, например для шахматной доски, бывают задачи, где раскраску с данными свойствами нужно придумать, и бывают задачи, где раскраска используется как идея решения.

25. Из шахматной доски вырезали две противоположные угловые клетки. Докажите, что оставшуюся фигуру нельзя разрезать на «домино» из двух клеток

Решение.
Каждая фигура «домино» содержит 1 белую и 1 черную клетку. Но в нашей фигуре 32 черных и 30 белых клеток (или наоборот).
26. Можно ли все клетки доски 9х9 обойти конем по одному разу и вернуться в исходную клетку?

Решение.
Каждым ходом конь меняет цвет клетки, поэтому, если существует обход, то число черных клеток равно числу белых, что неверно.
27. Дан куб 6х6х6. Найти максимально возможное число параллелепипедов 4х1х1 (со сторонами параллельными сторонам куба), которые можно поместить в этот куб без пересечений.

Идея решения.
Легко поместить 52 параллелепипеда внутрь куба. Докажем, что нельзя больше. Разобьем куб на 27 кубиков 2х2х2. Раскрасим их в шахматном порядке. При этом образуется 104 клетки одного цвета (белого) и 112 - другого (черного). Осталось заметить, что каждый параллелепипед содержит две черных и две белых клетки.

Ответ: 52.
28.Участок прямоугольной формы разбит на квадраты, образующие n рядов по m квадратов в каждом ряду. Каждый квадрат является отдельным участком, соединенным калитками со всеми соседними участками. При каких m и n можно обойти все квадратные участки, побывав в каждом по одному разу, и вернуться в первоначальный?

Решение.
Раскрасим квадраты в шахматном порядке. При каждом переходе меняется цвет квадрата. Поэтому, если такой маршрут возможен, то число шагов должно быть четным, т. е. m или n четно. Осталось проверить, что в этом случае искомый маршрут возможен.
29. Все мы в детстве играли в «морской бой». Напомним, что играется он на квадрате 10Х10, на клетчатой бумаге. «Линкором» в этой игре называется «корабль» 1х4. В связи с этим возникает вопрос: можно ли весь квадрат для морского боя разрезать на 25 линкоров? А кстати, ответьте еще на один вопрос: какое наименьшее число «выстрелов» надо сделать, чтобы наверняка хотя бы один раз попасть в линкор, одиноко плавающий по морю?

Решение.
Раскрасим клетки в 4 цвета, как на рис. 36. Каждый «линкор» закрывает четыре клетки разного цвета. Но клеток цвета 2 всего 26, а «линкоров» должно быть 25.

Эта же раскраска помогает ответить и на второй вопрос. Наименьшее число выстрелов равно числу клеток цвета 4, т. е. 24.
Задачи с целыми числами. Четные и нечетные числа
Обычно четные и нечетные числа связывают только с натуральными числами. Здесь мы распространим их на любые целые числа. Целое число называется четным, если оно делится на 2, и нечетным, если оно на 2 не делится.

Любое четное число можно представить в виде 2а, а любое нечетное - в виде 2а + 1, где а - целое число.

Два целых числа называются числами одинаковой четности, если оба они четные или оба нечетные. Два целых числа называются числами разной четности, если одно из них четное, а другое нечетное.

Рассмотрим свойства четных и нечетных чисел важные, для решения задач.

Если хотя бы один множитель произведения двух (или нескольких) чисел четен, то и все произведение четно.
Если каждый множитель произведения двух ( или нескольких ) чисел нечетен, то и все произведение нечетно.
Сумма любого количества четных чисел есть число четное.
Сумма четного и нечетного чисел есть число нечетное.
Сумма четного количества нечетных чисел есть число четное; сумма нечетного количества нечетных чисел есть число нечетное.
30. В пятиэтажном доме с четырьмя подъездами подсчитали число жителей на каждом этаже и, кроме того, в каждом подъезде. Могут ли все полученные 9 чисел быть нечетными?

Решение.
Обозначим число жителей на этажах соответственно через а1, а2, а3, а4, а5, а число жителей в подъездах - соответственно через b1, b2, b3, b4. Тогда общее число жителей дома можно подсчитать двумя способами - по этажам и по подъездам:

a1 + а2 + а3 + а4 + а5 = b1 + b2 + b3 + b4.
Если бы все эти 9 чисел были нечетными, то сумма в левой части записанного равенства была бы нечетной, а сумма в правой части - четной. Следовательно, это невозможно.

Ответ: не могут.

31. В футбольном турнире в один круг участвуют 15 команд. Докажите, что в любой момент турнира найдется команда, которая сыграла к этому моменту четное число матчей (может быть, ни одного ).

Решение.
Обозначим число матчей, проведенных первой, второй, третьей и т. д. командами, через а1, а2, а3,…, а15.
Допустим, что все эти 15 чисел нечетны. Подсчитаем общее число матчей, проведенных командами. Оно равно 

( а1 + а2 +…+ а15)/2.
Но числитель дроби есть число нечетное, как сумма нечетного числа нечетных слагаемых. Тогда общее число матчей есть число дробное. Получили противоречие.

Утверждение задачи есть частный случай одной из теорем теории графов.

32. Четно или нечетно произведение

( 7а + b - 2c +1 )( 3a - 5b + 4c + 10 ),
где числа a, b, c - целые? 
Решение.
Можно перебирать случаи, связанные с четностью или нечетностью чисел а, b, c (8 случаев!), но проще поступить иначе. Сложим множители:

( 7a + b - 2c + 1 ) + ( 3a - 5b + 4c + 10) = 
= 10a - 4b + 2c + 11. 
Так как полученная сумма нечетна, то один из множителей данного произведения четен, а другой нечетен. Следовательно, само произведение четно.

Ответ: четно.

33. Пусть а1, а2, а3,…, а25 - целые числа, а с1, с2, с3,…, с25 - те же самые числа, взятые в другом порядке. Докажите, что число 

(а1 - с1)(а2 - с2)(а3 - с3) … (а25 - с25)
является четным.

34. Четно или нечетно число

1 - 2 + 3 - 4 + 5 - 6 +…+ 993 ?

Решение.
Разность 1 - 2 имеет ту же четность, что и сумма 1 + 2, разность 3 - 4 - ту же четность, что и сумма 3 + 4, и т. д. Поэтому данная сумма имеет ту же четность, что и сумма

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 +…+ 993.

Из 993 слагаемых последней суммы 496 четных и 497 нечетных, следовательно, сумма нечетно.

О т в е т: нечетно.
35.На семи карточках написали числа 1, 2, 3, 4, 5, 6 и 7. Затем карточки перевернули, перемешали и на обратных сторонах написали те же числа. Числа, написанные на обеих сторонах каждой карточки, сложили и полученные суммы перемножили. Четно или нечетно полученное произведение?

Решение.
Допустим, что произведение нечетно. Для этого все 7 множителей должны быть нечетными. Но тогда у четырех карточек, у которых на одной стороне написаны нечетные числа 1, 3, 5, 7, на другой стороне должны быть числа четные. Однако четных чисел здесь - только три. Следовательно, этот случай невозможен.

Ответ: четно.
36. Докажите, что в любой компании число тех людей, которые знакомы с нечетным числом членов компании, четно.

Решение.
Обозначим число людей, которые имеют в компании нечетное число знакомых, через k, а число знакомых этих людей соответственно через a1, a2,…, ak . Кроме того, число людей, знакомых с четным числом членов компании, обозначим через n, а число знакомых этих людей соответственно через b1,b2,…,bn. Тогда общее число знакомств равно

( a1 + a2 +…+ ak + b1 + b2 +…+ bn )/ 2
Сумма b1 + b2 +…+ bn четна, так как все ее слагаемые четны.

Тогда для того, чтобы эта дробь была равна целому числу, сумма

a1 + a2 +…+ ak , должна быть четной. Но все слагаемые последней суммы нечетны, поэтому число k слагаемых суммы может быть только четным.
37. Окружность разделили на 40 равных дуг и в 40 точках деления поставили по шашке. Среди шашек 25 белых и 15 черных. Докажите, что среди шашек найдутся белая и черная, которые стоят на концах одного диаметра.

Решение.
Допустим, что это не верно. Рассмотрим любую белую шашку и диаметр, на котором она стоит. Тогда по нашему допущению на другом конце этого диаметра должна стоять тоже белая шашка. Получается, что всего белых шашек ( как и черных ) четное число. Но последнее противоречит условию задачи.
38.В некотором натуральном числе произвольно переставили цифры. Докажите, что сумма полученного числа с исходным не может быть равна 999…9 (125 девяток). 

Решение.
Обозначим исходное число через а, число, полученное из него после перестановки цифр - через b.

Допустим, что равенство

а + b = 999…9 (125 девяток)

возможно. Тогда при сложении чисел а и b не может быть переноса единицы в следующий разряд. Так как сумма цифр чисел а и b равны, то сумма цифр у числа а + b в два раза больше, чем у числа а, а значит она четна. Но с другой стороны , эта сумма равна 9 125, а следовательно, нечетна. Мы получили противоречие. 

39. Какое наибольшее количество натуральных чисел можно записать в строку так, чтобы сумма любых трех соседних чисел была четной, а сумма любых четырех соседних чисел - нечетной?

Решение.
Обозначим последовательные натуральные числа строки через а1, а2, а3 и т. д.

По условию суммы

а1 + а2 + а3, а2 + а3 + а4, а3 + а4 + а5, а4 + а5 + а6
и другие четны. Вычитая из каждой суммы, начиная со второй, предыдущую получим, что разности 
а4 - а1, а5 - а2, а6 - а3,…
четны, а следовательно, имеют одинаковую четность пары чисел

а4 и а1, а5 и а2, а6 и а3 и т. д.

Выпишем нечетные суммы, состоящие из четырех соседних чисел: а1 + а2 + а3+ а4 = (а1 + а2 + а3)+ а4 ,
а2 + а3 + а4+ а5 = (а2 + а3 + а4)+ а5,
а3 + а4 + а5+ а6 = (а3 + а4 + а5)+ а6,…
Отсюда следует, что числа а4, а5, а6 и т. д. нечетны. Но тогда сумма а4 + а5 + а6 нечетна, а это противоречит условию.

Полученное противоречие возникает всякий раз, когда чисел не меньше шести. Попробуем взять пять чисел .

Рассуждая аналогично , устанавливаем, что числа а4, а5 нечётны, а следовательно , по предыдущему, нечетны и числа а1, а2 .Тогда, так как сумма а1 + а2 + а3 чётна , то число а3 чётно .

Сделаем ещё проверку и убедимся в том, что если взять пять чисел а1, а2, а3, а4, а5 , где число а3 чётно, а остальные нечётны, то каждая из сумм а1 + а2 + а3, а2 + а3 + а4, а3 + а4 + а5 чётна, а каждая из сумм а1 + а2 + а3 + а4 , а2 + а3 + а4 + а5 нечётна. 

Ответ: 5.

40.Можно ли на клетчатой бумаге, закрасить 25 клеток так, чтобы у каждой из них было: а) четное, б) нечетное число закрашенных соседей? (клетки называются соседями, если у них общая сторона )

Решение.
Предположим, что удалось закрасить 25 клеток требуемым образом. Попробуем найти число общих сторон закрашенных клеток и придем к противоречию. Сосчитаем, сколько у каждой клетки общих сторон с соседями, сложим полученные числа и сумму разделим пополам (так как каждую общую сторону мы считали при этом дважды ). У каждой клетки - нечетное число соседей, и клеток 25. Сумма 25 нечетных чисел нечетна и поэтому нацело на 2 не делится.

Ответ: а) можно, б) нельзя.

Такое же рассуждение показывает, что при любом нечетном n, закрасить n клеток так, чтобы у каждой было нечетное число закрашенных соседей, невозможно. В случае любого четного n такая раскраска возможна.

Простые и составные числа
Натуральное число, большее 1, называется простым, если оно делится только на 1 и на само себя. Натуральное число называется составным, если оно имеет больше двух различных делителей.

Принято считать, что число 1 не относится ни к простым, ни к составным числам.

Отсюда следует, что множество натуральных чисел можно разбить на такие три подмножества: множество простых чисел, множество составных чисел и множество содержащее единственный элемент 1.

Справедлива следующая теорема.

Любое натуральное число, большее 1, можно и притом единственным образом представить в виде произведения простых чисел.
Это предложение называется основной теоремой арифметики натуральных чисел.
Среди простых делителей натурального числа могут быть равные, и их произведение можно записать в виде степени. Тогда разложение натурального числа а на простые множители можно представить в следующем виде:

a = p1 k1 p2 k2 … pnkn ,

где p1, p2,…, pn - различные простые числа, k1, k2,…, kn - натуральные.

Задачи
41. Натуральные числа a и b таковы, что 31a = 54b. Докажите, что число a + b - составное.

Решение.
Так как число 31а делится на 54 и числа 31 и 54 - взаимно простые, то а делится на 54: a = 54n; где nN. Тогда 

31 54 n = 54b, b = 31n.

Отсюда a + b = 54n + 31n = 85n, а следовательно, число a + b является составным.
42. Назовите все натуральные n, при которых число n4 + 4 -составное.

Решение.
Попробуем разложить выражение n4 + 4 на множители с целыми коэффициентами. Мы привыкли к тому, что сумма квадратов на множители с целыми коэффициентами не раскладывается. В данном случае это делается с помощью приема «плюс - минус» следующим образом: 

n4 + 4 = (n4 + 4 + 4n2) - 4n2 = (n2 + 2)2 - 4n2 = (n2 + 2n + 2)( n2 - 2n + 2).

Очевидно, множитель n2 + 2n + 2 всегда больше 1. Второй множитель n2 - 2n + 2 может быть равным 1: 

n2 - 2n + 2 = 1, n2 - 2n + 1 = 0, (n - 1)2 = 0, n = 1.

Так как при n = 1 множитель n2 + 2n + 2 принимает значение 5, являющееся простым числом, то значение n = 1 нужно отбросить.

Ответ: все n не равные 1.
43. Докажите, что любое число вида а = 101010…101 (n нулей, n + +1 единица, где n > 1) - составное.

Решение.
Преобразуем число а, учитывая, что всего у него 2n + 1 цифр, а следовательно, первая единица - разряда 2n:

a = 101010…101 = 102n + 102n-2 + 102n-4 +…+ 102 + 1 =

= (1/(102 -1))(102 - 1)(102n + 102n-2 +…+102 +1) =

= (1/99)(102n+2-1) = (1/99)((10n+1)2 - 1) = (1/99)(10n+1+1)( 10n+1-1).

Теперь рассмотрим два случая.

Пусть n четно.

Тогда сумма 10n+1+1 делится на 11, причем частное от такого деления больше 1, так как 10n+1+1 >11; разность 10n+1-1 делится на 9, причем частное также больше 1, так как 10n+1+1 >11; разность 10n+1-1 делится на 9, причем частное также больше 1. Получилось составное число 

а = ((10n+1+1)/11) ((10n+1-1)/9).

Пусть n нечетно.

В этом случае разность 10n+1-1 делится на 102 - 1= 99 и частное больше 1, поскольку 10n+1-1 > 99.
44. Какое наибольшее число простых чисел может быть среди 15 последовательных натуральных чисел, больших 2?

Решение.
Очевидно, простые числа нужно искать среди нечетных. Из 15 последовательных натуральных чисел имеется 7 или 8 нечетных. Среди любых трех последовательных натуральных чисел ровно одно делится на 3, поэтому среди 7 или 8 последовательных нечетных натуральных чисел имеется 2 или 3 числа, делящихся на 3. Если их отбросить, то останется 5 или 6 нечетных чисел.

Нужно еще убедиться, что такие 6 простых чисел возможны. Например, если взять такие 15 последовательных натуральных чисел: 3, 4, 5, 6,…, 17, то среди них - 6 простых. 3, 5, 7, 11, 13, 17.

О т в е т: 6.
45. Докажите, что все числа p, p + 2, p + 4 являются простыми только в случае, когда они образуют тройку 3, 5, 7.

Решение.
Рассмотрим несколько случаев, в зависимости от p.

При p = 2 число p +2 = 4 - составное, поэтому значение p = 2 отпадает.

При p = 3 получим тройку 3, 5, 7, о которой упоминается в условии задачи.

При p = 5 число p + 2 = 7 - простое, но число p + 4 = 9 - составное, значит, p = 5 нужно отбросить.

При p = 7 число p + 2 = 9 - составное.

При p = 11 число p + 4 = 15 - тоже составное.

Возникает предположение, что подходит только p = 3. Докажем его.

Нетрудно заметить, что значение p = 5, p = 7, p = 11 не подходили потому, что или p + 2 или p + 4 делятся на 3. Убедимся, что так будет всегда при простом p>3.

Простое число, большее 3, не делится на 3 и, следовательно, при делении на 3 может давать в остатке только 1 или 2. Рассмотрим оба случая. 

Пусть p при делении на 3 дает в остатке 1: p = 3k + 1 (kN). Тогда число p + 2 = (3k + 1) + 2 = 3k = 3 делится на 3, причем частное от этого деления больше 1. Значит число p + 2 составное.

Пусть p = 3k + 2 (kN). Тогда число p + 4 = (3k + 2) + 4 = 3k + 6 - составное.
Задачи этого пункта - это, по существу, числовые ребусы. Своеобразие таких задач в том, что одна из двух компонент действия получается из другой путем перестановки или зачеркивания цифр. 

Задачи на зачеркивание цифр в натуральном числе
46. Найдите все натуральные числа, которые при зачеркивании последней цифры уменьшаются в 14 раз.

Решение.
Обозначим искомое число через 10x + y, где x - количество десятков числа, y - его последняя цифра. Тогда

10x + y = 14x, y = 4x.

Так как y есть цифра, то и x - цифра, причем не превосходящая 2. Полагая x = 1, 2, находим, что соответственно y = 4, 8. 



Инварианты
Инвариантом некоторого преобразования или системы действий называется величина (или свойство), остающаяся постоянной при этом преобразовании. 

Нередко встречаются задачи, в которых спрашивается, можно ли в результате некоторых действий получить тот или иной результат. Основным методом решения подобных задач является нахождение свойства исходного объекта, которое не меняется после выполнения таких действий, - это и есть инвариант. Если конечный объект задачи не обладает найденным свойством, то он, очевидно, не может быть получен в результате этих действий из исходного объекта.
Полуинвариант - величина, изменяющаяся только в одну сторону (т.е. которая может только увеличиваться или только уменьшаться). Понятие полуинварианта часто используется при доказательствах остановки процессов.
47. Имеется квадратная таблица 10х10, в клетки которой в последовательном порядке вписаны натуральные числа от 1 до 100: в первую строку - числа от 1 до 10, во вторую - от 11 до 20 и т. д. Докажите, что сумма S любых 10 чисел таблицы, из которых никакие два не стоят в одной строке и никакие два не стоят в одном столбце, постоянна. Найдите эту сумму.

Решение. 
Обозначим слагаемое исходной суммы S из первой строки через а1 , из второй - через 
10 + а2, из третьей - через 20 + а3 и т. д., наконец, из десятой - через 90 + а10.

Здесь каждое из натуральных чисел а1, а2, …,а10 заключено в пределах от 1 до 10 , причем эти числа попарно различны, так как, если бы, например, а1 = а2 , то числа а1 и 10 + а2 стояли бы в одном столбце таблицы. Получаем:

S = а1 + ( 10 + а2 ) +( 20 + а3 ) + …+ ( 90 +а10 ) = ( 10 + 20 +…+ 90 ) + ( а1 + а2 +…+ а10 )=

= 450 + (а1 + а2 +…+ а10 ).

Поскольку числа а1, а2,…, а10 попарно различны и принимают все целые значения от 1 до 10 , то каждое из натуральных чисел от 1 до 10 входит в сумму а1 + а2 +…+ а10 в качестве слагаемого ровно один раз. Следовательно,

а1 + а2 +…+ а10 = 1 + 2 +3 +… + 10 = 55,

S = 450 + 55 = 505.

Сумма S и является инвариантом : если в ней одни слагаемые заменить другими, но так, чтобы все слагаемые новой суммы стояли в таблице в разных строках и в разных столбцах, сумма примет, тоже самое значение.

Ответ : 505.

48.Лист бумаги разорвали на 5 кусков, некоторые из этих кусков разорвали на 5 частей, а некоторые из этих новых частей разорвали еще на 5 частей и т. д. Можно ли таким путем получить 1994 куска бумаги ? А 1997 ?

Решение. 
При каждом разрывании листа или одного куска бумаги на 5 частей общее число кусков увеличивается на 4 . Поэтому число кусков бумаги на каждом шаге может иметь только вид 4k + 1 (k-

натуральное число ). Это выражение и является инвариантом.

Так как 1994 нельзя представить в виде 4k + 1 , то число кусков, равное 1994 , получиться не может, а 1997 = 4k + 1 при k = = 499 ,следовательно, 1997 кусков получиться могут.

49.Каждое натуральное число от 1 до 50000 заменяют числом равным сумме его цифр. С получившимися цифрами проделывают ту же операцию, и так поступают до тех пор, пока все числа не станут однозначными. Сколько раз среди этих однозначных чисел встретится каждое из целых чисел от 0 до 8?

Решение. 
Указанные однозначные числа в последовательном порядке таковы : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 0, 1, 2,3, 4, 5, 6, 7, 8, 0,… .

Эта закономерность сохраняется и дальше. В самом деле, при замене натурального числа суммой его цифр остаток от деления числа на 9 остается неизменным, поэтому при переходе от каждого натурального числа к следующему остаток от деления числа на 9 увеличивается на 1 или перескакивает от 8 к 0. Для того чтобы узнать, сколько таких групп цифр по 9 цифр в каждой, разделим 50000 на 9 с остатком : 50000 = 9 5555 + 5.

Следовательно, таких групп 5555 . Еще одну, неполную группу образуют последние 5 цифр : 1, 2, 3, 4, 5.

Ответ : 1, 2, 3, 4, 5 - по 5556 раз , 6, 7, 8, 0 - 5555 раз .

50.Круг разбит на 6 равных секторов, в которых расставлены цифры 0, 1, 2, 0, 2, 1 ( в указанном порядке ). Разрешается за один ход одновременно прибавлять одно и то же число к двум стоящим рядом числам. Можно ли за несколько таких ходов добиться того, чтобы все 6 чисел, стоящие в секторах были равны?

Решение.
Пусть на некотором шага в секторах оказались в последовательном порядке числа а1, а2, а3, а4, а5, а6. Составим такую сумму : S = а1 - а2 + а3 - а4 + а5 - а6 .

После каждого хода она не меняется, так как каждая из разновидностей а1 - а2 , а3 - а4 , а5 - а6 при увеличении уменьшаемого и вычитаемого на одно и то же число сохраняет свое значение; следовательно, она является инвариантом . Но в начальном положении S = 0 - 1 + 2 - 0 + 2 - 1 = 2 , а в конечном , когда каждое из шести чисел равно одному и тому же числу , S = 0. Поэтому сделать равными все шесть чисел нельзя.

Ответ : нельзя.

51. На чудо-яблоне растут бананы и ананасы. За один раз разрешается сорвать с нее два плода. Если сорвать два банана или два ананаса, то вырастет еще один ананас, а если сорвать один банан и один ананас, то вырастет один банан. В итоге остался один плод. Какой это плод, если известно, сколько бананов и ананасов росло вначале?

Решение.
Четность числа бананов не меняется, если число бананов было четным, то оставшийся плод ананас, если число бананов было нечетным, то - банан. 
52. На прямой стоят две фишки: слева красная, справа синяя. Разрешается производить любую из двух операций: вставку двух фишек одного цвета подряд (между фишками или с краю) и удаление пары соседних одноцветных фишек (между которыми нет других фишек). Можно ли с помощью таких операций оставить на прямой ровно две фишки: слева синюю, а справа красную?

Решение.
Рассмотрим число разноцветных пар (не только соседних), где левая фишка красная, и заметим, что четность этого показателя не меняется. Но в исходной ситуации наш показатель равен 1, а в желаемой ситуации - нулю. Поэтому перейти к желаемой ситуации невозможно.
53. На 44 деревьях, расположенных по кругу, сидели по веселому чижу. Время от времени какие-то два чижа перелетают на соседнее дерево - один по часовой стрелке, а другой - против. Могут ли все чижи собраться на одном дереве?

Решение.
Пронумеруем деревья по кругу с 1-го по 44-е. Сумма номеров деревьев, на которых сидят чижи либо не меняется, либо уменьшается на 44, либо увеличивается на 44. Тем самым, остаток от деления этой суммы номеров на 44 не меняется. Изначально этот остаток равен 22, а если все чижи усядутся на одно дерево, то он будет равен нулю. Поэтому чижи не смогут собраться на одном дереве.

Четность плюс инвариант
54.На доске написаны натуральные числа 1, 2, 3,…, 100. Разрешается стереть любые два числа и записать модуль их разности, после чего колличество написанных чисел уменьшается на 1. Может ли после 99 таких операций остаться записанным на доске число 1 ?

Решение .
Подсчитаем общую сумму начальных 100 чисел :

1 + 2 + 3 + …+ 100 = 5050.

Эта сумма оказалась четной . Переходя к следующему набору чисел , мы фактически в этой сумме заменяли сумму двух чисел на их разность. Но сумма и разность двух целых чисел имеют одинаковую четность, поэтому общая сумма записанных чисел останется четной. Следовательно , эта сумма равной 1 быть не может.

О т в е т : не может.

55.Три кузнечика играют в чехарду : если кузнечик из точки А прыгает через кузнечика , находящегося в точке В , то он окажется в точке С , симметричной точке А относительно точки В. В исходном положении кузнечики занимают три вершины квадрата. Могут ли они ,играя в чехарду, попасть в четвертую его вершину?

Решение.
Введем на плоскости систему координат так, чтобы три вершины квадрата, в которых находятся кузнечики, имели координаты (0; 0),

(0; 1) и (1; 0). При указанных прыжках каждая из координат кузнечиков или остается неизменной, или изменяется в ту или иную сторону на четное число (рис 12) х

Так как в начальном положении

по меньшей мере одна из координат каждой из трех точек 

четна , то она при прыжках останется четной: четность хо

тя бы одной из двух каждой из точек есть инвариант.

Поэтому попасть в М один из кузнечиков

не может Ответ: не может.

56. На доске написано де-сять плюсов и пятнадцать минусов. Разрешается стереть любые два зна-ка и написать вместо них плюс, если они одинаковы, и минус в противном случае. Какой знак останется, на дос-ке после выполнения двадцати четырех таких операций.
Решение. 

Заменим каждый плюс числом 1, а каждый минус чис-лом --1. Разрешенная операция опи-сывается тогда так: стираются любые два числа и записывается их произве-дение. Поэтому произведение всех написанных на доске чисел остается неизменным. Так как вначале это произведение равнялось --1, то и в конце останется число --1, то есть знак минус.

Это рассуждение можно было про-вести иначе. Заменим все плюсы ну-лями, а минусы--единицами, и за-метим, что сумма двух стираемых чи-сел имеет ту же четность, что и число, записываемое вместо них. Так как

сначала сумма всех чисел была нечет-ной (она равнялась 15), то и последнее оставшееся на доске число будет не-четным, то есть единицей, и, значит, на доске останется минус.

Наконец, третье решение задачи можно получить, заметив, что в ре-зультате каждой операции число ми-нусов либо не изменяется, либо умень-шается на два. Поскольку сначала число минусов было нечетным, то и в конце останется один минус.

Проанализируем все три решения.

Первое решение основывалось на неизменяемости произведения на-писанных чисел, второе--на неизменяе-мости четности их суммы и третье -- на неизменяемости четности числа минусов. В каждом решении нам уда-лось найти инвариант: произведение написанных чисел, четность суммы, четность числа минусов. Решение последующих задач также основывается на удачном под-боре инварианта.

57. В таблице 4х4 знаки «+» и «--» расставлены так, как показано на рисунке 13. Разрешает-ся изменить знак на противополож-ный одновременно во всех клетках, расположенных в одной строке, в одном столбце или вдоль прямой, параллельной какой-нибудь из диаго-налей (в частности, в любой угловой клетке). Можно ли с помощью этих операций получить таблицу, не со-держащую ни одного минуса?

Решение. 
Заменим плюсы и минусы числами 1 и -1. В качестве инварианта можно взять произведение чисел, находящихся в клетках, которые заштрихованы на рисунке 14, поскольку оно в результате 

разре-шенной операции все время сохраняет первоначальное значение, равное -1. Но, значит, среди заштрихованных чисел всегда будет оставаться -1, следовательно, получить таблицу, не содержащую ни одного минуса, нель-зя.

58. На доске написано несколько нулей, единиц и двоек. Раз-решается стереть две неравные цифры и вместо них написать одну цифру, отличную от стертых (2 вместо 0 и 1, 1 вместо 0 и 2, 0 вместо -1 и 2). Докажите, что если в результате нескольких таких операций на доске останется одна-единственная цифра, то она не зависит от порядка, в ко-тором производились стирания.
Решение.
Обозначим через х0, х1, х2 число нулей, единиц и двоек соответственно. Выполнив один раз разрешенную операцию, мы изменим каждое из этих чисел на 1 и, следова-тельно, изменим четность всех трех чисел. Когда на доске остается одна цифра, два из чисел х0, x1, х2 ста-новятся равными нулю, а третье  единице. Значит, с самого начала два из этих чисел имеют одну четность, а третье другую. Поэтому незави-симо от того, в каком порядке произ-водятся стирания, в конце единице может равняться лишь одно из чисел х0, х1, x.2, которое с самого начала имело не ту четность, что два других. 

Из приведенного решения видно, что если числа х0, х1, х2 имеют одну и ту же четность, то мы не сможем добиться, чтобы на доске осталась одна-единственная цифра. Докажите, что если среди чисел х0, х1 х2 есть как четные, так и нечетные, и, кроме того, хотя бы два из них отличны от нуля, то существует такой порядок стираний, что в результате на доске останется' одна цифра.

Изменим условие задачи 3: потребуем, .чтобы одни и те же две нерав-ные цифры стирались два раза, а вместо них записывалась одна цифра, отличная от стертых. Предположим, что снова после некоторого числа опе-рации на доске осталась одна-единственная цифра. Можно ли зара-нее, по числу нулей, единиц и двоек, предвидеть, какая это цифра?

Рассуждение с четностью здесь не помогает, ибо в результате выполне-ния каждой операции одно из чисел х0, х1, x2 меняет свою четность, а два других сохраняют четность, так что числа, имевшие разную четность, могут теперь получить одну и ту же четность. Однако можно заметить, что остатки от деления чисел х0, х1, х2 на 3 изменяются каждый раз таким образом, что равные остатки остаются равными, а неравные оста-ются неравными. Дальнейшие рас-суждения повторяют решение зада-чи 3.

59. В каждой клетке таблицы 8х8 написано некоторое целое число. Разрешается выбирать в таблице любой квадрат размерами 3х3 или 4х4 и увеличивать на еди-ницу все стоящие в клетках выбранно-го квадрата числа. Всегда ли можно с помощью таких операций преобразо-вать исходную таблицу в таблицу, у которой вес числа делятся на З?

Решение.
Нет, не всегда. Найдем сумму чисел, написанных в за-штрихованных на рисунке 6 клетках. Поскольку любой квадрат размерами 4х4 содержит 12 заштрихованных клеток, а квадрат размерами 3х3-- 6 или 9 таких клеток, то в результате описанной операции остаток от деле-ния на 3 этой суммы (чисел, стоящих в заштрихованных клетках) не будет меняться. Поэтому, если с самого на-чала найденная сумма не делится на 3, то среди заштрихованных клеток все время будут сохраняться клетки, в которых написанные числа не крат-ны трем.
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